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The extended fractional Fourier transform is the 
generalization of fractional Fourier transform with two more 
parameters. In this paper, we have proposed a new 
definition of extended fractional Fourier transform of a 
function as an operation which correspond to rotation of 
Wigner distribution of a function. Moreover we have also 
obtained extended fractional Fourier transform of some 
special functions including Gaussian function. 
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INTRODUCTION 

As a generalization of the classical Fourier transform (FT), the fractional Fourier 

transform (FrFT) has received much attention in recent years. Namias [5] had introduced it 
and since then it has been applied in several areas, including optics, quantum mechanics and 
signal processing [1, 6, 7], its relationship with the Fourier transform can be found [8].  

 In 2014, Kai Lu et. al. [4] had applied the local fractional Z-transforms to signals on 
cantor sets. 

The generalization of the fractional Fourier transform, which is known as extended 
fractional Fourier transform (EFrFT) introduced by Juanwen Hua et. al. [3] (with two more 
parameters �	and	�) is, 

						��,�
� [�(�)](�) = ��,�

� (�)

= 	 � ���[(�
����	����)���	�����������]

�

��

�(�)��																																												 … (1.1) 

The FrFT of some common functions are seen in [5,7]. 

If the Gaussian with zero mean and standard deviation � is,  

																									�(�) =
1

√2���
exp�−

��

2��
�																																																																																… (1.2) 
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 Then the fractional Fourier transform of Gaussian is  introduced by C. Capus and K. 
Brown [2] in 2003,  

												��(��) =
√2���

� �
1
��
� − ������

exp�
1

2
���

������ ����−
1

2

��
�

�
1
��
� − ������ �����

�						… 	(1.3) 

where as the Fourier transform of Gaussian function is �(�) =
1

2
exp�−

1

2
����

��. 

The relation between Wigner distribution of FrFT of a function �(�) rotated by � is given 
by Ozaktas et. al. [7] as, 

																															���
(�, �) = ��(�	cos	� − �	sin	�, �	sin	� + �	cos	�)																										… (1.4) 

In this paper we have introduced EFrFT of some special functions and Gaussian function 
and established a relation in Wigner distribution and EFrFT. 

SOME SPECIAL FUNCTIONS OF EFrFT 

Property 1: If ��,�
� (�) is the EFrFT of �(�) then 

��,�
� (�) = ��,�

� [�(�)](�) = 	 ����
������	� 

Proof: By (1.1),  

��,�
� [�(�)](�) = 	 � ���[(�

��������)	���	�����������]

�

��

�(�)�� 

            = ����
������	� 

Property 2 : If ��,�
� (�) is the EFrFT of �(� − �) then  

  ��,�
� (�) = ��,�

� [�(� − �)](�) = ���[(�
��������)	���	�����������] 

Proof : By (1.1),  

��,�
� [�(� − �)](�) = 	 � ���[(�

��������)	���	�����������]

�

��

�(� − �)��	 

 By	the	shifting	and	de�inition	of	EFRFT	 

     =	����
�����������

�(�)����	�������(�)�����			 

     = ���[(�
��������)	���	�����������] 

Property 3: If ��,�
� (�) is the EFrFT of 1 then   

��,�
� (�) = ��,�

� [1](�) =
1

�
�

�

����
�����

������	�  

Proof: By (1.1), 
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��,�
� [1](�) = 	 � ���[(�

��������)	���	�����������]

�

��

1.��	 

																																																										= 	 ����
������	��

�

− ����cot	�
	�

���(�������)�

������  

																																																										=
1

�
�

�

cot	�
�����

������	� 

Property 4: If ��,�
� (�) is the EFrFT of ������ then  

														��,�
� (�) = ��,�

� ��������(�) =
1

�
�

�

cot	�
�
����������	��

��
��

	�����	�����		
�
�
		������

 

Proof: By (1.1),  

				��,�
� ��������(�) = 	 � ���[(�

��������)	���	�����������]

�

��

��������	 

																																																												= 	 ����
������	��

�

− ����	cot	�
�
���(���������)�

�����	�  

																																																											=
1

�
�

�

cot	�
�
����������	��		

��
��	

	�����	�����		
�
�
		������

 

Property 5: If ��,�
� (�) is the EFrFT of �����

�
 then  

												��,�
� (�) = ��,�

� ������
�
�(�) = �

�	tan	�

(�� + �	tan	�)
�
�������

�������	�
����	���	�

�
 

Proof: By (1.1),  

��,�
� ������

�
�(�) = 	 � ���[(�

��������)	���	�����������]

�

��

�����
�
��	 

																																																										= 	 ����
������	��

�

− ��(��cot	� + �)
	�

���(�������)�

(��������)  

																																																								= �
�	tan	�

(�� + �	tan	�)
�
�������

�������	�
����	���	�

�
 

Property 6: If ��,�
� (�) is the EFrFT of ���(��

�����) then  

				��,�
� (�) = ��,�

� ����(��
�����)�(�) = �

�	tan	�

(�� + �	tan	�)
�
��[������������	��������	�����������]

(����	���	�)  

Proof: By (1.1),  
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��,�
� ����(��

�����)�(�) = 	 � ���[(�
��������)��������������]

�

��

���(��
�����)��	 

																																																											= 	 ����
������	��

�

− ��(��	cot	� + �)
	�

���(���������)�

(�����	���)  

																																																										= �
�	tan	�

(�� + �	tan	�)
�
��[������������	��������	�����������]

(����	���	�)  

Property 7: If ��,�
� (�) is the EFrFT of ����

�
 then  

																																											��,�
� (�) = ��,�

� �����
�
�(�) = �

1

1 − ���cot	�
�
�������

���	�����

�����	���
�
 

Proof: By (1.1), 

��,�
� �����

�
�(�) = 	 � ���[(�

��������)	���	�����������]

�

��

����
�
��	 

																																																										= 	 ����
������	��

�

− ��(��	cot	� + �)
	�

���(�������)�

(�����	���)  

																																																									= �
1

1 − ���cot	�
�
�������

���	�����

�����	���
�
 

Property 8: If ��,�
� (�) is the EFrFT of �����

�
 then  

																��,�
� (�) = ��,�

� ������
�
�(�) = �

1

� − ���cot	�
�
���������	��������

���������� �
�
�������������
����������  

Proof: By (1.1),  

��,�
� ������

�
�(�) = 	 � ���[(�

��������)	���	�����������]

�

��

�����
�
��	 

																																																										= 	 ����
������	��

�

− ��(��cot	� + ��)
	�

���(�������)�

(�����	����)  

																																																										= �
1

� − ���cot	�
�
�������

��	���	�����������������
�����	����

�
 

																																																									= �
1

� − ���cot	�
�
���������	��������

���������� �
�
�������������
����������  

Property 9 : If ��,�
� (�) is the EFrFT of ���(��

�����) then  
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��,�
� (�) = ��,�

� ����(��
�����)�(�) 

= �
�

(� − ���cot	�)
�
�����	��

����(�����)����������������

����������
�
�
��������

���������������������������
����������

�
 

Proof : By (1.1),  

��,�
� ����(��

�����)�(�) = 	 � ���[(�
��������)	���	�����������]

�

��

���(��
�����)��	 

=	����
������	��

�

− ��(��cot	� + ��)
	�

���(����������)�

�����	����  

= �
�

(� − ���cot	�)
�
�
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�����	����
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= �
�

(� − ���cot	�)
�
��	���	��

����(�����)����������������

����������
�
�
��������

���������������������������
����������

�
 

Table of some special functions of EFrFT: 

S. No. �(�) Extended fractional Fourier transform 

1 �(�) 	����
������	� 

2 �(� − �) ���[(�
��������)	���	�����������] 

3 1 
1

�
�

�

cot	�
�����

������	� 

4 ������ 
1

�
�

�

cot	�
�
����������	��

��
��
�����	�����

�
�
������

 

5 �����
�
 �

�	tan	�

(�� + �	tan	�)
�
�������

�������	�
����	���	�

�
 

6 ���(��
�����) �

�	tan	�

(�� + �	tan	�)
�
��[����(�������	�)������	�����������]

(����	���	�)  

7 ����
�
 �

1

1− ���cot	�
�
�������

���	�����

�����	���
�
 

8 �����
�
 �

1

� − ���cot	�
�
���������	�(�����)

���������� �
�
�������������
����������  
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9 ���(��
�����) 

�
�

(��������	�)
�
��	���	��

���������������������������

����������
�
  

× �
��������

���������������������������
����������

�
 

GAUSSIAN IN EXTENDED FRACTIONAL FOURIER TRANSFORM DOMAIN 

By (1.1)and	(1.2) extended fractional Fourier transform of the Gaussion gives, 

��,�
� (�) = � ���[(�

��������)	���	�����������]

�

��

1

√2���
����−

��

2��
� ��	 

															=
1

√2���
���(������cot	�)����−

2�������������

�
1
�� − 2����cot	��

� 

																												× � ���

⎣
⎢
⎢
⎡

−
1

2

⎝

⎛� �
1

��
− 2����cot	�� 	� +

2���������

�
1
�� − 2����cot	�⎠

⎞

�

⎦
⎥
⎥
⎤�

��

��		 … (3.1) 

Let 

� = ��
1

��
− 2����cot	�� 	� +

2���������

�
1
�� − 2��������

then	�� = � �
1

��
− 2����cot	�� 		�� 

Therefore (3.1) will be, 

��,�
� (�) =

1

√2����
1
�� − 2��������

���(����������).����−
2�������������

�
1
�� − 2����cot	��

� 

																																																																		× � ����−
��

2
�

�

��

��																																																					 … (3.2) 

The standard definition of the Gaussian gives, 

																											
1

√2�
� ����−

��

2
��� = 1.0																																																																													 … (3.3) 

Therefore by(3.3), (3.2) gives,  

��,�
� (�) =

1

√1− 2����������
���(������cot	�).����−

2���������������

(1 − 2������cot	�)
� 
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WIGNER DISTRIBUTION OF EFrFT 

The Wigner distribution of a signal �(�) is, 

���,�
� (�, �) = � ��,�

�

�

��

�� +
1

2
����,�

∗� �� −
1

2
�� ���������																															 … (4.1) 

Then, 

���,�
� �

�

�
�	cos	� −

�

��
sin	�, ���	sin	� +

��

�
cos	�� = � �

�

��

�
�

�
�	cos	� −

�

��
sin	� +

1

2
�� 

																																			× 	�∗ �
�

�
�	cos	� −

�

��
sin	� −

1

2
�� ���������������

��
�
	���	����		 … 	(4.2) 

and EFrFTs, 

																								��,�
� �� +

1

2
�� = � ��,�

�

�

��

�� +
1

2
�, �� �(�)�� 

= � �
��������������

�
�
��

�
�	���	���������

�
�
�������

�

��

�(�)��					 … 	(4.3) 

																							��,�
∗� �� −

1

2
�� = � ��,�

∗�

�

��

�� −
1

2
�, �� �∗(�)�� 

= � ����[(�
���������

�
�
��

�
)������������

�
�
������]

�

��

�∗(�)��							 … (4.4) 

Therefore from (4.3) and (4.4), (4.1) will be, 

���,�
� (�, �) = � � � ���(�

�������	��
����

�
�����)���	������������������������

�

��

�

��

�

��

 

											× �
������������	��

����

�
���������	������������������������

��������(�)�∗(�)��.��.��  

= � � � ������(����
(���)
�

��������	���	�)

�

��

�

��

�

��

��.����
�(�����)���	��������(���)����	�(�)�∗(�)��.�� 

Substituting the delta function, 

� ������(����
(���)
�

��������	���	�)

�

��

�� = �(� + ��
(� + �)

2
���� − ���	cot	�) 

Then, 

���,�
� (�, �) = � � �(� + ��

(� + �)

2
���� − ���	cot	�)

�

��

�

��

 

																																							× ����
�����������	��������(���)����	�(�)�∗(�)��.�� 
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																															=
1

�
��
2
�����

� � � �� − �−� − 2�
�

��
sin	� −

�

�
�	cos	����

�

��

�

��

 

																																										× ����
�����������	��������(���)����	�(�)�∗(�)��.�� 

By shifting property of the delta function, 

� � �� − �−� − 2�
�

��
���� −

�

�
�������� �∗(�)�� =

�

��

�∗ �−� − 2�
�

��
���� −

�

�
������� 

Therefore, 

���,�
� (�, �) = �

2	sin	�

��
� 

� �
���������	������������

�
��

���	��
�
�
	�	���	���

�

���	��������������������������
�
��

���	��
�
�
	����	�������

�

��

 

																																	�∗ �−� − 2�
�

��
sin	� −

�

�
�	cos	����(�)�� 

= �
2	sin	�

��
� ������

�
�
���	����	���	��

�
���	��������

�
�
	���	����	���	��	����  

× � ��������
�
�
���	����	���	��

�

��

	�∗ �−� −
2

�
�
�

�
sin	� − ��	cos	����(�)��						 … 	(4.5) 

By (4.2), substituting 
�

�
����� −

�

��
���� +

�

�
� = �, then  

� = 2� − 2�
�

�
�	cos	� −

�

��
sin	�� 	and	�� = 2�� 

���,�
� �

�

�
�	cos	� −

�

��
sin	�, ���	sin	� +

��

�
cos	�� 

																																							= 2 � �

�

��

(�)�∗ �
�

�
�	cos	� −

�

��
sin	� − � +

�

�
�	cos	� −

�

��
sin	�� 

× �����������
�
�
	���	��

��
��

	���	������	���	�	�	
��
�
	���	���� 

																								= 2������
�
�
���	����	���	��

�
���	��������

�
�
���	����	���	������  

× � ��������
�
�
���	����	���	��

�

��

�(�)�∗ �−� −
2

�
�
�

�
sin	� − ��	cos	�����		 … (4.6) 

By (4.5) and (4.6), 

																			���,�
� (�, �) = �

sin	�

��
����,�

� �
�

�
�	cos	� −

�

��
sin	�, ���	sin	� +

��

�
cos	�� 
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Thus Wigner Distribution of ��,�
�  is 

sin

ab


 times Wigner Distribution of �(�) rotated by 

an angle �. 

If we put � = � = 1 then we get special case for FRFT defined by equation (1.4) in 
FRFT. 

CONCLUSION 

In this paper we have obtained extended fractional Fourier transform of some common 

functions and the Gaussian formula in the extended fractional Fourier transform domain. Then 
we have established the relation of Wigner distribution and EFrFT. 
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